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EXERCICE 4  5 points 
Candidats n’ayant pas suivi l’enseignement de spécialité 

On veut modéliser dans le plan la coquille d'un 
nautile (photo ci-contre) à l'aide d'une ligne brisée 
en forme de spirale. On s'intéresse à l'aire délimitée 
par cette ligne. 
On munit le plan d'un repère orthonormé direct 
(𝑂; �⃗� , 𝑣 ). 
Soit 𝑛 un entier supérieur ou égal à 2. Pour tout 
entier 𝑘 allant de 0 à 𝑛, on définit les nombres 
complexes  

𝑧𝑘 = (1 +
𝑘

𝑛
) 𝑒𝑖

2𝑘𝜋

𝑛 ,  

et on note 𝑀𝑘 le point d'affixe 𝑧𝑘. 

Source : Wikipédia 
 

 
Dans ce modèle, le pourtour du nautile est la ligne brisée reliant tous les points 𝑀𝑘 avec 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛. 
Par exemple, pour les entiers 𝑛 = 6, 𝑛 = 10 et 𝑛 = 20 on obtient les figures ci-dessous : 

     

Partie A - Ligne brisée formée à partir de sept points 

Dans cette partie, on suppose que = 6 . Ainsi, pour 0 ≤ 𝑘 ≤ 6, on a 𝑧𝑘 = (1 +
𝑘

6
) 𝑒𝑖

2𝑘𝜋

6  

1. Déterminer la forme algébrique exacte de 𝑧1. 
2. Vérifier que 𝑧0 et 𝑧6 sont des entiers, que l'on déterminera. 
3. Calculer la longueur de la hauteur issue de 𝑀1 dans le triangle 𝑂𝑀0𝑀1, puis établir que l'aire de ce 

triangle est égale à 
7√3

24
. 

Partie B - Ligne brisée formée à partir de 𝒏 + 𝟏 points 

Dans cette partie, 𝑛 est un entier quelconque supérieur ou égal à 2. 
1. Pour tout entier 𝑘 tel que 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, déterminer la longueur 𝑂𝑀𝑘. 

2. Pour 𝑘 entier tel que 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1, déterminer une mesure des angles (�⃗� , 𝑂𝑀𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) et (�⃗� , 𝑂𝑀𝑘+1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). 

 En déduire une mesure de l’angle (𝑂𝑀𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝑂𝑀𝑘+1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 
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3. Pour 𝑘 entier tel que 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1, démontrer que la longueur de la hauteur issue de 𝑀𝑘+1 dans le 

triangle 𝑂𝑀𝑘𝑀𝑘+1 est égale à (1 +
𝑘+1

𝑛
) × sin (

2𝜋

𝑛
). 

4. On admet que l'aire du triangle 𝑂𝑀𝑘𝑀𝑘+1 est égale à 𝑎𝑘 =
1

2
× sin (

2𝜋

𝑛
) × (1 +

𝑘

𝑛
) (1 +

𝑘+1

𝑛
) et que l'aire 

totale délimitée par la ligne brisée est égale à 𝐴𝑛 = 𝑎0 + 𝑎1 + ⋯+ 𝑎𝑛−1. 
 L'algorithme suivant permet de calculer l'aire 𝐴𝑛 lorsqu'on entre l'entier 𝑛 : 

VARIABLES : 𝐴 est un nombre réel 
 𝑘 est un entier 
 𝑛 est un entier 
TRAITEMENT : Lire la valeur de 𝑛 
 𝐴 prend la valeur 0 
 Pour 𝑘 allant de 0 à 𝑛 − 1 

 𝐴 prend la valeur 𝐴 +
1

2
× sin (

2𝜋

𝑛
) × (1 +

𝑘

𝑛
) (1 +

𝑘+1

𝑛
) 

 Fin Pour 
SORTIE: Afficher 𝐴 

 On entre dans l’algorithme 𝑛 = 10. 
 Recopier et compléter le tableau ci-dessous qui illustre le fonctionnement de l'algorithme: 

𝑘 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
𝐴 0,323 0,711 1,170 1,705 2,322 3,027 3,826 4,726   

5. On admet que 𝐴2 = 0, que la suite (𝐴𝑛) converge et que  

lim
𝑛→+∞

𝐴𝑛 =
7𝜋

3
≈ 7,3 

Recopier et compléter les lignes L6 et L13 de l'algorithme ci-après, qui permet de déterminer le plus petit 
entier 𝑛 tel que 𝐴𝑛 ≥ 7,2. On ne demande pas de déterminer 𝑛. 

L1 VARIABLES : 𝐴 est un nombre réel 
L2  𝑘 est un entier 
L3  𝑛 est un entier 
L4 TRAITEMENT : 𝑛 prend la valeur 2 
L5  𝐴 prend la valeur 0 
L6  Tant que……………………. 
L7  𝑛 prend la valeur 𝑛 + 1 
L8  𝐴 prend la valeur 0 
L9  Pour 𝑘 allant de 0 à 𝑛 − 1 

L10  𝐴 prend la valeur 𝐴 +
1

2
× sin (

2𝜋

𝑛
) × (1 +

𝑘

𝑛
) (1 +

𝑘+1

𝑛
) 

L11  Fin Pour 
L12  Fin Tant que 
L13 SORTIE : Afficher………….. 
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CORRECTION 

EXERCICE 4  5 points 

Candidats n’ayant pas suivi l’enseignement de spécialité 

Partie A - Ligne brisée formée à partir de sept points 

Dans cette partie, on suppose que = 𝟔 . Ainsi, pour 𝟎 ≤ 𝒌 ≤ 𝟔, on a 𝒛𝒌 = (𝟏 +
𝒌

𝟔
) 𝒆𝒊

𝟐𝒌𝝅

𝟔  

1. Déterminer la forme algébrique exacte de 𝒛𝟏. 

𝑧1 = (1 +
1

6
) 𝑒𝑖

2𝜋
6 =

7

6
𝑒𝑖

𝜋
3 =

7

6
(
1

2
+ 𝑖

√3

2
)  donc 𝒛𝟏 =

𝟕

𝟏𝟐
+ 𝒊

𝟕√𝟑

𝟏𝟐
 

 

 
2. Vérifier que 𝒛𝟎 et 𝒛𝟔 sont des entiers, que l'on déterminera. 

𝑧0 = (1 +
0

6
) 𝑒𝑖

2×0𝜋

6 = 𝑒0 soit 𝒛𝟎 = 𝟏 donc 𝒛𝟎 est bien un entier. 

𝑧6 = (1 +
6

6
) 𝑒𝑖

2×6𝜋

6 = 2𝑒𝑖2𝜋 soit 𝒛𝟔 = 𝟐 donc 𝒛𝟔 est bien un entier. 

 

 
3. Calculer la longueur de la hauteur issue de 𝑴𝟏 dans le triangle 𝑶𝑴𝟎𝑴𝟏, puis établir que l'aire de ce 

triangle est égale à 
𝟕√𝟑

𝟐𝟒
. 

L’aire du triangle 𝑂𝑀0𝑀1 est : 

1

2
× 𝑏𝑎𝑠𝑒 × ℎ𝑎𝑢𝑡𝑒𝑢𝑟 =

1

2
× 𝑂𝑀0 × 𝐼𝑚(𝑧1) 

  =
1

2
× 1 ×

7√3

12
 

Donc l’aire du triangle 𝑴𝟎𝑴𝟏 est 
𝟕√𝟑

𝟐𝟒
. 
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Partie B - Ligne brisée formée à partir de 𝒏 + 𝟏 points 

1. Pour tout entier 𝒌 tel que 𝟎 ≤ 𝒌 ≤ 𝒏, déterminer la longueur 𝑶𝑴𝒌. 

D’après le cours 𝑂𝑀𝑘 = |𝑧𝑘| = |(1 +
𝑘

𝑛
) 𝑒𝑖

2𝑘𝜋

𝑛 | = 1 +
𝑘

𝑛
 donc 𝑶𝑴𝒌 = 𝟏 +

𝒌

𝒏
 

 

 

2. Pour 𝒌 entier tel que 𝟎 ≤ 𝒌 ≤ 𝒏 − 𝟏, déterminer une mesure des angles (�⃗⃗� , 𝑶𝑴𝒌
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) et (�⃗⃗� , 𝑶𝑴𝒌+𝟏

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ). 

 En déduire une mesure de l’angle (𝑶𝑴𝒌
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝑶𝑴𝒌+𝟏

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) 

D’après le cours (�⃗� , 𝑂𝑀𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 𝐴𝑟𝑔(𝑧𝑘)  (2𝜋) 

 = 𝐴𝑟𝑔 ((1 +
𝑘

𝑛
) 𝑒𝑖

2𝑘𝜋

𝑛 )  (2𝜋) 

Donc (�⃗⃗� , 𝑶𝑴𝒌
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) =

𝟐𝒌𝝅

𝒏
  (𝟐𝝅) et de la même façon (�⃗⃗� , 𝑶𝑴𝒌+𝟏

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) =
𝟐(𝒌+𝟏)𝝅

𝒏
  (𝟐𝝅). 

On en déduit alors (𝑂𝑀𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝑂𝑀𝑘+1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)  = (𝑂𝑀𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, �⃗� ) + (�⃗� , 𝑂𝑀𝑘+1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)   (2𝜋) d’après la relation de Chasles. 

 = −(�⃗� , 𝑂𝑀𝑘
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) + (�⃗� , 𝑂𝑀𝑘+1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)   (2𝜋) 

 = −
2𝑘𝜋

𝑛
  +

2(𝑘+1)𝜋

𝑛
   (2𝜋) 

Ainsi  (𝑶𝑴𝒌
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 𝑶𝑴𝒌+𝟏

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) =
𝟐𝝅

𝒏
     (𝟐𝝅) 

 

 
3. Pour 𝒌 entier tel que 𝟎 ≤ 𝒌 ≤ 𝒏 − 𝟏, démontrer que la longueur de la hauteur issue de 𝑴𝒌+𝟏 dans le 

triangle 𝑶𝑴𝒌𝑴𝒌+𝟏 est égale à (𝟏 +
𝒌+𝟏

𝒏
) × 𝒔𝒊𝒏 (

𝟐𝝅

𝒏
). 

La hauteur issue de 𝑀𝑘+1 dans le triangle 
𝑂𝑀𝑘𝑀𝑘+1 est 𝑀𝑘+1𝐻. 

Et on a sin (
2𝜋

𝑛
) =

𝑀𝑘+1𝐻

𝑀𝑘+1𝑂
 

Ainsi 𝑀𝑘+1𝐻 = 𝑀𝑘+1𝑂 sin (
2𝜋

𝑛
)  

d’où 𝑴𝒌+𝟏𝑯 = (𝟏 +
𝒌+𝟏

𝒏
) 𝐬𝐢𝐧 (

𝟐𝝅

𝒏
). 
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4. L'algorithme suivant permet de calculer l'aire 𝑨𝒏 lorsqu'on entre l'entier 𝒏 : 

VARIABLES : 𝑨 est un nombre réel 
 𝒌 est un entier 
 𝒏 est un entier 
TRAITEMENT : Lire la valeur de 𝒏 
 𝑨 prend la valeur 0 
 Pour 𝒌 allant de 0 à 𝒏 − 𝟏 

 𝑨 prend la valeur 𝑨 +
𝟏

𝟐
× 𝒔𝒊𝒏 (

𝟐𝝅

𝒏
) × (𝟏 +

𝒌

𝒏
) (𝟏 +

𝒌+𝟏

𝒏
) 

 Fin Pour 
SORTIE: Afficher 𝑨 

On entre dans l’algorithme 𝒏 = 𝟏𝟎. 
Recopier et compléter le tableau ci-dessous qui illustre le fonctionnement de l'algorithme: 

𝒌 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
𝑨 0,323 0,711 1,170 1,705 2,322 3,027 3,826 4,726   

 

Ecrivons cet algorithme à l’aide de notre TI83 
Premium CE : 
 
 
On a ajouté Disp K,A afin d’afficher au cours 
de la boucle les valeurs successives de 𝑘 et 𝐴. 
 
 
 
 
 
On exécute le programme 
 
 
 
 
Lorsque 𝒌 = 𝟖 on a 𝑨 ≈ 𝟓, 𝟕𝟑𝟏 
Lorsque 𝒌 = 𝟗 on a 𝑨 ≈ 𝟔, 𝟖𝟒𝟖 
 
 
 

 

 

 

On obtient ainsi : 

𝑘 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
𝐴 0,323 0,711 1,170 1,705 2,322 3,027 3,826 4,726 𝟓, 𝟕𝟑𝟏 𝟔, 𝟖𝟒𝟖 
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5. On admet que 𝑨𝟐 = 𝟎, que la suite (𝑨𝒏) converge et que  

𝒍𝒊𝒎
𝒏→+∞

𝑨𝒏 =
𝟕𝝅

𝟑
≈ 𝟕, 𝟑 

Recopier et compléter les lignes L6 et L13 de l'algorithme ci-après, qui permet de déterminer le plus petit 
entier 𝒏 tel que 𝑨𝒏 ≥ 𝟕, 𝟐. On ne demande pas de déterminer 𝒏. 

L1 VARIABLES : 𝐴 est un nombre réel 
L2  𝑘 est un entier 
L3  𝑛 est un entier 
L4 TRAITEMENT : 𝑛 prend la valeur 2 
L5  𝐴 prend la valeur 0 
L6  Tant que 𝑨 < 𝟕, 𝟐 
L7  𝑛 prend la valeur 𝑛 + 1 
L8  𝐴 prend la valeur 0 
L9  Pour 𝑘 allant de 0 à 𝑛 − 1 

L10  𝐴 prend la valeur 𝐴 +
1

2
× sin (

2𝜋

𝑛
) × (1 +

𝑘

𝑛
) (1 +

𝑘+1

𝑛
) 

L11  Fin Pour 
L12  Fin Tant que 
L13 SORTIE : Afficher 𝑵. 
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